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Let Ah be a sequence of rational numbers, satisfying a linear recurrence with
polynomial coefficients. Recently, Van der Poorten and Shparlinski have given an
effective procedure to check if such a sequence is periodic, which relies on an upper
and on a lower bound on Ah . In this paper, we improve these bounds, and we give
another procedure to test the periodicity of the sequence.  1997 Academic Press
I. INTRODUCTION
Dans cet article, on conside re des suites re currentes Ah d’e le ments de Q,
qui ve rifient une relation de re currence de la forme
Sn(h) Ah+n=Sn&1(h) Ah+n&1+ } } } +S0(h) Ah \h. (V)
On supposera de plus que les polyno^mes Sn(x) et S0(x) n’ont pas de
racines dans N.
Dans un article re cent [VS], Van der Poorten et Shparlinski conside rent
le proble me de trouver une proce dure effective, pour de terminer si une telle
suite est pe riodique ou non.
Nous allons tout d’abord rappeler leurs re sultats. Nous aurons besoin de
quelques notations. Pour x # Q, on note H(x) la hauteur de x, c’est-a -dire
que si x=rs, avec r, s entiers premiers entre eux, on pose H(x)=
Max(|r|, |s| ). On appelle longueur du polyno^me U # Z[x], et on note L(U)
la somme des valeurs absolues de ses coefficients.
On pose L=Max[L(Sn), ..., L(S0)], et d sera le maximum des degre s
des polyno^mes Sj . Nous supposerons dans tout l’article que d1.
Nous supposerons que les valeurs A0 , .., An&1 , qui de terminent la
re currence, sont toutes entie res. On pose de plus HN(A)=Max[H(A0), ...,
H(AN&1)], et &A&=Hn(A).
Il est alors de montre dans [VS] le re sultat suivant:
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The ore me [VS]. Soit Ah une suite de rationnels ve rifiant les conditions
pre ce dentes. Alors:
(1) Si la suite HN(A) est borne e, la suite Ah est purement pe riodique,
sa pe riode { est majore e par exp(- 6n log n) et on a:
HN(A)&A& exp(O({ log L+d{ log {)).
(2) Si HN (A) tend vers l ’infini, alors il existe une constante effective-
ment calculable C telle que l ’on ait:
HN(A)C \ log Nlog(d log N))+
12(n+1)
.
Il re sulte de ce the ore me un proce de effectif pour savoir si la suite Ah est
purement pe riodique. Nous renvoyons a [VS, p. 154] pour les commen-
taires sur ce point.
Dans cet article, nous allons ame liorer les estimations du the ore me
[VS]. Plus pre cise ment, nous allons de montrer le re sultat suivant:
The ore me 1. Sous les conditions du the ore me [VS]:
(1) Si la suite HN(A) est borne e, la suite Ah est purement pe riodique,
sa pe riode { est majore e par exp(- 6n log n) et on a:
HN(A)&A& n52
2{
{
.
(2) Si HN(A) tend vers l ’infini, alors on a, pour tout Nn(d+2):
HN(A)
1
- 3 \
N&n(d+2)
d(n(d+1)&1)+
12(n+1)
.
En fait, la me thode qui permet d’obtenir la minoration de HN(A) marche
e galement quand le corps de base est un corps de caracte ristique nulle
quelconque:
Proposition. Soit K un corps de caracte ristique nulle quelconque, et Ah
une suite d ’e le ments de K, ve rifiant une relation de la forme (*), avec les
polyno^mes Sj # K[x], SnS0 n’ayant pas de racines dans N. On note %N(A)
le nombre de valeurs prises par la suite Ah , 0hN&1. Alors, si la suite
Ah n’est pas pe riodique, on a, pour tout Nn(d+2):
%N(A)\ N&n(d+2)d(n(d+1)&1)+
1(n+1)
.
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Remarques. (1) La majoration du the ore me ne fait intervenir que les
parame tres &A&, et n (via la majoration de { en fonction de n), contraire-
ment a celle du the ore me [VS], qui fait intervenir de plus L et d.
(2) La minoration du the ore me fait intervenir le facteur N a une cer-
taine puissance, au lieu de log N a cette me^me puissance dans le the ore me
[VS].
(3) On peut traiter de la me^me manie re les suites re currente Ah
ve rifiant une re currence de la forme
Sn(qh) Ah+n=Sn&1(qh) Ah+n&1+ } } } +S0(qh) Ah \h0,
ou les Sj sont des polyno^mes, et q # Z tel que |q|>1. On fait alors
l’hypothe se que Sn(qh) S0(qh){0 \h0.
Nous donnerons aussi dans la dernie re partie une autre proce dure, qui
nous para@^t plus simple, pour de cider si la suite Ah est pe riodique.
L’auteur remercie le referee pour une ame lioration du lemme 2, et Igor
Shparlinski pour lui avoir fait remarquer que la minoration du the ore me
s’e tendait au cas de caracte ristique nulle.
II. LEMMES PRE LIMINAIRES
Lemme 1. Soit Q(x)=8d1 (x) } } } 8dk (x)=x
m+#m&1xm&1+ } } } +#0 un
produit de polyno^mes cyclotomiques distincts. Soit Bh une suite re currente
ve rifiant la re currence
Bh+m+#m&1Bh+m&1+ } } } +#0Bh=0 \h.
On suppose que les valeurs initiales Bj , j=0, ..., m&1 sont dans Z. Alors
tous les Bj sont dans Z, la suite est purement pe riodique, de pe riode
{exp(- 6m log m), et si on pose &B&=Max[ |B0 |, ..., |Bm&1 |] on a pour
tout j :
|Bj |&B& m52
2{
{
.
De monstration. La suite est pe riodique car toutes les racines de Q sont
des racines de l’unite . La majoration de la pe riode provient de [BM],
comme explique dans [VS].
La suite Bj a une expression de la forme Bj=mi=1 %i :
j
i , ou les :i sont
les racines de Q. On peut aussi e crire +j=0 Bjx
j=P*(x)Q*(x), ou Q* est
le polyno^me re ciproque de Q, et P* un polyno^me de degre infe rieur ou e gal
a m&1.
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Soit P(x)=xm&1P*(1x). Alors on a
:
m
i=1
%i
x&:i
=
P(x)
Q(x)
donc %i=P(:i )Q$(:i ) pour tout i.
On a aussi si P*(x)=m&1l=0 *lx
l, les relations B0=*0 , B1+#m&1B0=
*1 , ..., Bm&1+#m&1Bm&2+ } } } +#1B0=*m&1.
On en de duit que:
|%i |
L(P)
|Q$(:i )|
&B&
L(Q$)
|Q$(:i)|
.
Nous allons tout d’abord majorer L(Q$). On a:
: |#j | 2=
1
2? |
2?
0
|Q(exp(i%))| 2 d%4m
comme L(Q$)= j |#j | (avec la convention #m=1), il vient en utilisant
l’ine galite de CauchySchwarz:
L(Q$)2\: j 2+ : |#j | 2m3 4m.
Donc L(Q$)m322m.
Il faut maintenant minorer |Q$(:)|, ou : est une racine de Q. On sait que
le polyno^me Q divise le polyno^me x{&1. Il existe donc un polyno^me U
dans Z[x] tel que x{&1=UQ. On en de duit que {:{&1=U(:) Q$(:), et
donc {L(U )|Q$(:)|. Il nous reste donc a majorer L(U ). Le polyno^me U
est encore un produit de polyno^mes cyclotomiques, et par suite sa mesure
de Mahler M(U) est e gale a 1. On a d’autre part (cf [M, p. 157])
L(U )2deg(U)M(U), de sorte que L(U)2{&m, donc 1|Q$(:)|2{&m{.
On a donc |%i |&B&m32(2{{). Finalement, on a |Bj |=|mi=1 %i:
j
i |
mi=1 |%i |&B& m
52(2{{).
Lemme 2. On conside re une suite Ch de nombres rationnels, ve rifiant une
relation de re currence de la forme
Sn(h) Ch+n&Sn&1(h) Cn+h&1& } } } &S0(h) Ch=0 \h
ou les Sj sont des polyno^mes tels que SnS0 n’ait pas de ze ros dans N. On
pose Vh(x)=Sn(x) Ch+n&Sn&1(x) Cn+h&1& } } } &S0(x) Ch # Q[x]. On
suppose qu’il existe au moins Tn(d+1) valeurs conse cutives de h telles que
Vh(x)=0. Alors:
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(1) Ch est une suite re currente line aire a coefficients constants;
(2) On a Vh(x)=0 pour tout h.
De monstration. Soient a, a+1, ..., a+T&1 les valeurs conse cutives
telles que Vh(x)=0. Soit x0 une valeur dans C telle que Sn(x0) S0(x0){0.
On conside re la suite Bh , de finie pour ha par Bh=Ch pour h=
a, ..., a+n&1, et la relation de re currence
Sn(x0) Bh+n&Sn&1(x0) Bn+h&1& } } } &S0(x0) Bh=0.
Montrons tout d’abord que les deux suites Ch et Bh coincident pour
h=a, ..., a+T+n&1. Supposons acquis qu’elles coincident pour h=
a, ..., a+m&1, avec nmT+n. On a en prenant h=a+m&n:
Sn(x0) Ba+m&Sn&1(x0) Ba+m&1& } } } &S0(x0) Ba+m&n=0.
Comme Va+m&n(x)=0, en remplacant x par x0 , on en de duit la me^me
e galite avec Ch a la place de Bh . Il en re sulte que Sn(x0) Ba+m=Sn(x0) Ca+m ,
et comme Sn(x0){0, on a Ba+m=Ca+m .
Posons maintenant Wh=Bh&Ch . On a:
Sn(h)Wh+n& } } } &S0(h) Wh=Sn(h) Bh+n& } } } &S0(h) Bh=Uh
avec Uh suite re currente line aire, que l’on voit facilement e^tre d’ordre
sn(d+1). Il en re sulte que la suite Wh va ve rifier une relation de
re currence, de la forme Qt(h) Wh+t+ } } } +Q0Wh=0, avec t=s+n, et
Qt(x)=Sn(x+t), polyno^me n’admettant pas de racines dans N.
Mais la suite Wh posse de au moins T+n termes conse cutifs nuls.
Comme T+nt=s+n, il en re sulte que la suite Wh est nulle a partir de
h=a. D’autre part, on vient de montrer que Vh(x0)=0 pour tout ha, et
tout x0 tel que Sn(x0) est non nul. Par suite, Vh(x)=0 pour tout ha. La
suite Ch coincide donc avec une suite re currente line aire Dh pour ha. On
e crit maintenant la suite Ch sous la forme Ch=Dh=ri=1 Hi (h) *
h
i , ou les
Hi sont des polyno^mes, pour ha. Le fait que cette suite ve rifie la relation
Vh(x)=0 pour tout ha s’e crit:
Sn(x) \ :
r
i=1
Hi (h+n) *n+hi +& :
n&1
j=0
Sj (x) \ :
r
i=1
Hi (h+j ) *n+ji +
=: Pi (x, h) *hi =0
avec Pi (x, h)=Sn(x) Hi (h+n) *ni &
n&1
j=0 Sj (x) Hi (h+j ) *
j
i .
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L’unicite de l’e criture d’une suite re currente line aire sous cette forme
exponentielle montre que Pj (x, h) est le polyno^me (en la variable x) nul
pour tout ha, et donc pour tout h0.
Il en re sulte que Dh ve rifie la relation de re currence (*) pour tout h0.
Enfin, en utilisant l’hypothe se que S0(h) est non nul pour toute valeur dans
N, on montre que Ch=Dh pour tout h0, et ceci termine la de monstra-
tion du lemme.
III. DE MONSTRATION DES RE SULTATS
De monstration du the ore me. (1) Le de but des affirmations du the ore me
est exactement le me^me que celui du the ore me [VS]. Nous allons cependant
en donner une de monstration qui nous para@^t plus simple.
La suite Ah prend un nombre fini de valeurs. Il en est donc de me^me des
vecteurs Uh=(Ah , ..., Ah+n). Soit 0 cet ensemble fini. Pour | # 0, on pose
E(|)=[h, Uh=|=(|0 , ..., |n)]. Soit S la partie de 0 des | tels que le
cardinal de E(|) soit au moins d+1 (on rappelle que d est le maximum
des degre s des Sj (x)). Pour | dans S, le polyno^me Vh(x)=Sn(x) Ah+n&
Sn&1(x) Ah+n&1& } } } &S0(x) Ah est de degre infe rieur ou e gal a d, et a au
moins d+1 racines distinctes. Il est donc identiquement nul. L’ensemble
comple mentaire de | # S E(|) est un ensemble fini, et donc la suite Ah
ve rifie la relation de re currence Sn(x) Ah+n&Sn&1(x) An+h&1& } } } &
S0(x) Ah=0, a partir d’un certain rang. On montre alors comme dans
[VS] que la suite est purement pe riodique, et la majoration de la pe riode
{ provient comme dans cet article des re sultats de [BM]. La suite Vh(x),
est donc elle aussi purement pe riodique; comme elle est nulle a partir d’un
certain rang, elle est nulle pour tout h # N.
Pour poursuivre, nous notons T l’ope rateur de de calage pour les suites:
a une suite W=(Wh) on associe T(W)(h)=Wh+1 .
Soit P(x, T )=Sn(x)T n&Sn&1(x)T n&1& } } } &S0(x). Ce qui pre ce de
montre que P(x, T ) est un polyno^me annulateur pour la suite Ah , c’est-a -
dire P(x, T )(A)=0. Mais nous savons aussi que le polyno^me T {&1 est
annulateur. Il en re sulte que le polyno^me Q(T)=PGCD(T {&1, P(x, T )),
qui est un polyno^me a coefficients constants, puisque diviseur de T {&1 (et
donc produit de polyno^mes cyclotomiques), et de degre infe rieur ou e gal a
n, puisqu’il divise P(x, T ), est aussi un polyno^me annulateur pour Ah . En
particulier, puisque Q est unitaire, et a coefficients dans Z, on en de duit
que la suite Ah est a valeurs entie res.
On peut alors appliquer le lemme 1, ce qui termine la de monstration de
cette premie re partie du the ore me.
(2) Soit N un entier, que nous supposons n(d+1). Nous posons
aussi U=HN(A). Nous distinguons ensuite deux cas:
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(a) La suite Ah ne ve rifie pas les hypothe ses du lemme 2. L’ensemble
des h, tels que Vh(x)=Sn(x) Ah+n&Sn&1(x) Ah+n&1& } } } &
S0(x) Ah=0, ne contient donc pas d’intervalles de longueur au
moins n(d+1). Soit 0N l’ensemble des vecteurs (Ah , ..., Ah+n),
hN&n&1. Alors 0N a au plus ((2U+1)U )n+1(3U2)n+1
e le ments. Pour | # 0N , on pose E(|)=[hN&n&1,
(Ah , ..., Ah+n)=|=(|j)]. Soit SN la partie de 0N forme e des |
tels que le cardinal de E(|) soit au moins d+1. Tout comme
auparavant, on a Vh(x)=0 pour tout h # | # SN E(|), et donc
ce dernier ensemble ne contient aucun intervalle ayant plus de
n(d+1)&1 e le ments. Soit M le cardinal de son comple mentaire
par rapport [0, ..., N&n&1], et a1 , .., aM les e le ments de ce
comple mentaire, range s par ordre croissant. Il re sulte de ce qui
pre ce de que aj j (n(d+1)&1) pour tout j, donc
aMM(n(d+1)&1), et aussi aMN&n(d+2). On a donc:
M
N&n(d+2)
n(d+1)&1
.
D’autre part,
Md Card(0N)d(2U+1)U)n+1d3n+1U2(n+1).
La re union de ces deux ine galite s de montre l’assertion dans ce
cas.
(b) On suppose que les hypothe ses du lemme 2 sont satisfaites. Alors
Ah est une suite re currente line aire a coefficients constants,
ve rifiant la relation de re currence
Sn(x) Ah+n=Sn&1(x) Ah+n&1+ } } } +S0(x) Ah \h0
et elle n’est pas pe riodique. Il en re sulte que les vecteurs
(Ah , .., , Ah+n&1) sont tous distincts. Avec les notations
pre ce dentes, on obtient:
N&n((2U+1)U )n.
Il suffit de ve rifier que cette estimation est le ge rement meilleure
que celle donne e dans le premier cas pour conclure.
De monstration de la proposition. On laisse le lecteur constater que la
preuve du lemme 2 se transporte sans proble me au cas ou le corps de base est
un corps K de carate ristique nulle quelconque, et Ch une suite d’e le ments de
K, la condition sur les polyno^mes Sj # K[x] e tant toujours que Sn(x) S0(x)
n’a pas de racines dans N.
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La de monstration de la proposition se de roule alors exactement comme
celle de la deuxie me partie du the ore me, en notant que 0N(A) a au plus
%N(A)n+1 e le ments, et conduit a la minoration annonce e.
IV. REMARQUES COMPLE MENTAIRES
Le the ore me de montre permet de de cider si la suite Ah est pe riodique, au
prix du calcul d’au plus
T(A)=n(d+2)+3n+1d(n(d+1)&1)&A&2(n+1) n5(n+1){&2(n+1)22(n+1){
valeurs de Ah , avec {exp(- 6n log n).
Il est clair que cela ame liore les estimations de [VS], mais ceci demeure
encore assez complique .
Cependant, il existe une autre proce dure qui nous para@^t moins complexe.
En effet, si la suite Ah ve rifiant la relation (*) est pe riodique, alors la
de monstration du the ore me 1 montre que, avec des notations de ja intro-
duites, P(x, T )(A)=0 (avec P(x, T )=Sn(x) T n&Sn&1(x) T n&1& } } } &
S0(x)), et qu’il existe un polyno^me Q(T ), produit de polyno^mes cyclotomi-
ques distincts, divisant P(x, T) et tel que Q(T )(A)=0.
On de termine facilement, pour le polyno^me P(x, T ), le polyno^me G(T ),
produit de polyno^mes cyclotomiques distincts, de degre maximal divisant
P(x, T). En effet, ce polyno^me n’est autre que le produit des polyno^mes
cyclotomiques 8d (x) divisant P(x, T ); on doit avoir ,(d )n.
Nous aurons besoin du re sultat suivant (ou nous n’avons pas cherche la
meilleure constante possible):
Lemme 3. Soient d et n deux entiers naturels non nuls. Si on a: ,(d)n,
alors
d8n log log(n+3).
De monstration. D’apre s Rosser et Schoenfeld [RS], on a:
d
,(d )
exp(#) log log d+
5
2 log log d
,
ou # est la constante d’Euler, pour tout d3 et diffe rent de 223092870, ou il
faut remplacer la constante 52 par 2, 50637.
On en de duit que si d31, on a ,(d )d4 log log d, et ceci implique si
,(d )n
d8n log log n8n log log(n+3)
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si d  31. Pour terminer, il suffit de de montrer que d  8,(d )
log log(,(d )+3) pour tout d30, ce qui se fait par un calcul imme diat.
Il suffit donc de tester tous ces polyno^mes 8d , pour de terminer effective-
ment G(T ).
Ceci e tant pose , on a le re sultat suivant, qui fournit une proce dure effective,
ne ne cessitant pas de calcul de valeurs de Ah , pour de cider si Ah est pe riodi-
que ou non:
The ore me 2. Posons G(T )=T m+#m&1T m&1+ } } } +#0 . Alors la suite
Ah , ve rifiant la relation de re currence (*), est pe riodique, si et seulement si la
suite finie A0 , .., An&1 , ve rifie la relation de re currence
Ah+m+#m&1Ah+m&1+ } } } +#0 Ah=0
pour h=0, ..., n&m&1.
De monstration. Si la suite est pe riodique, d’apre s la de monstration du
the ore me 1, il existe un polyno^me Q(T), divisant P(x, T), et produit de
polyno^mes cyclotomiques distincts, tel que l’on ait Q(T )(A)=0. Alors Q(T )
divise G(T ), et par suite on a aussi G(T )(A)(h)=0 pour tout h.
Supposons maintenant que G(T )(A)(h)=0 pour h=0, ..., n&m&1. Soit
Bh la suite re currente line aire, telle que Bh=Ah pour h=0, ..., m&1, et
ve rifiant la re currence mj=0 #jBh+j=0 pour tout h.
La suite Bh est clairement pe riodique. Comme G(T ) divise P(x, T ), elle
ve rifie P(x, T)(B)=0, et par suite ve rifie aussi la relation de re currence (*),
comme Ah .
D’autre part, la suite Ah est telle que mj=0 #j Ah+j=0 pour h=
0, ..., n&m&1. On en de duit que Bh=Ah pour 0hn&1, et pas seule-
ment pour hm&1. Comme Ah et Bh ve rifient toutes les deux la relation (*),
elles sont donc identiques, et Ah est bien pe riodique.
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